Lineare Algebra flir das berufliche Gymnasium Technik
— Wissensspeicher und Lernsituationen —
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Einleitung

Mit dem weiterentwickelten Kerncurriculum fir das Fach Mathematik der gymnasialen
Oberstufe in Niedersachen haben sich fur die Beruflichen Gymnasien mit dem Schwerpunkt
Technik Anderungen ergeben, die durch die Anpassung des KC an die Bildungsstandards

begriindet sind.

Auszug KC

L3 Leitidee: Raum und Form

Die Auseinandersetzung mit zeichnerischen Darstellungen von Kdrpern fordert in besonderem Malle
das geometrische Vorstellungsvermdgen. Die Koordinatisierung und die Methoden der Analytischen
Geometrie ermdglichen die Beschreibung und Untersuchung einfacher geometrischer Objekte und
ihrer Lagebeziehungen im Raum. Die erarbeiteten Werkzeuge werden zur Modellierung von

Realsituationen verwendet.

grundlegendes Anforderungsniveau

erhohtes Anforderungsniveau

Die Schiulerinnen und Schiler ...

e nutzen die bildliche Darstellung und Koordinatisierung zur Beschreibung von Punkten, Strecken,
ebenen Flachen und einfachen Kdrpern.

e wenden die Addition, Subtraktion und skalare Multiplikation von Vektoren an und veranschau-

lichen sie geometrisch.

e Uberprifen zwei Vektoren auf Kollinearitat.
e wenden Vektoren beim Arbeiten mit geradlinig bzw. ebenflachig begrenzten geometrischen

Objekten an (BG T).

e beschreiben Geraden und Ebenen durch Gleichungen in Parameterform (BG T).
e untersuchen die Lagebeziehungen von Geraden und bestimmen Schnittpunkte (BG T).
e deuten das Skalarprodukt geometrisch als Ergebnis einer Projektion.

beschreiben Ebenen durch Gleichungen in
Normalen- und Koordinatenform (BG T).

wechseln zwischen den verschiedenen
Darstellungsformen von Ebenen (BG T).

untersuchen die Lagebeziehungen von
Geraden und Ebenen sowie von Ebenen
und I6sen Schnittprobleme (BG T).

beschreiben Streckungen, Spiegelungen
und Drehungen um die Koordinatenachsen
im Raum, sowie die Projektion vom Raum in
die Ebene mit Matrizen (BG T).

KC-GO, Landtagsfassung, Seite 29,30
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Lernbereich: Raumanschauung und Koordinatisierung eA

Intentionen
Ausgehend von Orientierungsproblemen im Raum aus den Bereichen

e Konstruktion geradlinig und ebenflachig begrenzter Baukérper (BG T)
e Gradlinige Bewegungen im Raum (Flug- und Maschinenbewegungen) (BG T)
e Spielgerate (Aufbau, Konstruktion) (BG GuS, BG W)

werden der Nutzen und die Bedeutung des dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems
erkannt. Dabei wird an die Erfahrungen aus dem Sekundarbereich | angeknupft. Die Auseinander-
setzung mit zeichnerischen Darstellungen von Korpern férdert in besonderem Malle das
geometrische Vorstellungsvermogen. Die Nutzung von Realmodellen und Geometriesoftware unter-
stutzt diesen Prozess.

Die Koordinatisierung und die Methoden der Analytischen Geometrie ermdglichen eine Beschreibung
und Untersuchung geometrischer Objekte in der Ebene und insbesondere im Raum.

Streckungen, Spiegelungen und Drehungen um die Koordinatenachsen im Raum sowie die
Projektion vom Raum in die Ebene werden mit Matrizen beschrieben (BG T).

Unterschiedliche Darstellungsformen von Geraden- und Ebenengleichungen ermdglichen eine
flexible Untersuchung von Lagebeziehungen. Deshalb ist unter Umstanden der Wechsel zwischen
Darstellungsformen notwendig (BG T).

Das Skalarprodukt und das Vektorprodukt (BG T) und seine geometrische Deutung ermdglichen
metrische Berechnungen.

Kern

¢ Raumanschauung und Koordinatisierung

= Punkte und Vektoren in Ebene und Raum durch Tupel beschreiben

= die bildliche Darstellung und Koordinatisierung zur Beschreibung von Punkten, Strecken,
ebenen Flachen und einfachen Kérpern nutzen

= Addition, Subtraktion und skalare Multiplikation von Vektoren anwenden und geometrisch
veranschaulichen

= Kollinearitat zweier Vektoren tberprifen

= Streckungen, Spiegelungen und Drehungen um die Koordinatenachsen im Raum, sowie die
Projektion vom Raum in die Ebene mit Matrizen beschreiben und nutzen (BG T)

= Geraden- und Ebenengleichungen in Parameterform verwenden (BG T)

= Ebenengleichungen in Normalen- und Koordinatenform verwenden (BG T)

= zwischen den Darstellungsformen wechseln (BG T)

e Malde und Lagen

Abstande zwischen Punkten bestimmen

Abstande zwischen Geraden und Ebenen bestimmen (BG T)

Skalarprodukt geometrisch als Ergebnis einer Projektion deuten und verwenden

Orthogonalitat zweier Vektoren Uberpriifen

WinkelgroRen bestimmen

Vektorprodukt geometrisch deuten und verwenden (BG T)

Lagebeziehungen von Geraden, Geraden und Ebenen sowie von Ebenen untersuchen und

Schnittprobleme I6sen (BG T)

= den GauR-Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme erlautern und in geeigneten
Fallen anwenden

Fakultative Erweiterungen:
Spatprodukt, Raumkurven in Parameterform, Kreis- und Kugelgleichung (BG T)

Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche:
Algorithmus und Zahl; Messen; Raum und Form

Online-Material:
BG: Spielgerate, Matrizen fir Projektion, Drehung und Spiegelung

KC-GO, Landtagsfassung, Seite 66
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Insbesondere ist die bislang nicht vorhandene Lineare Algebra neu hinzugekommen.
Im Folgenden soll diese Thematik beleuchtet werden indem

e grundlegende Zusammenhange zusammengefasst werden.

¢ Anwendungen fir Matrizen-Operationen erlautert werden.

o fakultative Erweiterungen flir Matrizen-Operationen aufgezeigt werden.

¢ an Lernsituationen mégliche Anwendungsszenarien beschrieben werden.

Es wird grundsatzlich nicht erwartet, dass eine Herleitung der verschiedenen Matrizen im
Unterricht erfolgt — dies sollte nur fur einfache Falle geschehen -, vielmehr sollte das
Augenmerk auf dem sicheren Umgang mit diesen Matrizen in entsprechenden
Anwendungssituationen liegen.
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Wissensspeicher

Matrizen und Matrixoperationen

Schreibweisen

a a a. a a a
( 11 92 13] oder[ 11 G 13}
Gy1 Gy Anp Gy1 @y Ao3

8y 8y v &,
a a e a L L .
A=| 2t 72 e (a,j), ... isteine mx n Matrix mit m-Zeilen und n-Spalten
: : : i=1...m,j=1..n
am1 am2 amn

a, a a a
Matrix A =( " 12] mit den Spaltenvektoren[ ”J, ( 21} und den Zeilenvektoren
ay ap a4 ay;

(an ap)und (ay ay)
Determinante einer Matrix

13 13
A= , det(A)=|, |=1-4-2.3=-2
2 4 2 4

1 2 -1
A=l-2 3 2|,
3 1 -2
1 2 -1
det(A)=|-2 3 2[=1.3.(-2)+2.2.3+-1-(=2)-(-2)=3-3-(-1)=1-1.2-(=2)-(-2) .2 =1
3 1 -2

Einheitsmatrix
100
10
E=[ j E=/0 1 0
0 0 1

0 1

Addition von Matrizen

ac(13) (2N aap[? B[ N_(1-2 341 (1 4
2 4 4 3 2 4) (4 3) (2+4 4+3) |6 7
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Skalare Multiplikation
A=1 3, k=3 k-A=3-A=3-1 323-1 3-323 9
2 4 2 4 3-2 3-4 6 12

Matrizenmultiplikation

Zwei Matrizen kdnnen nur dann multipliziert werden, wenn die Spaltenanzahl der linken mit
Zeilenanzahl der rechten Matrix Ubereinstimmt.
Alm ’ an = CIn

A 13 B- -2 1

ool )

vo- D BER HE
(-2

a2 Y02 28

2 1 4 -2

:(1 3 1]’ B=-2 3

3 1

1 2

g2 4) 5 5| [2(D+1(-2)+4:3 2-2+1-3+4-1J:(8 11)
13 1), L] [1(-1)+3:(-2)+1:3 1:243:341:1) (4 12
“12) oy [12421 1423 14s2.1) (05 -2
B-A=|-2 3 [ =|2.2+43.1 -2.1+3.3 —2.4+3.1|=|-1 7 -5
g 1)\ 3 3.2+411  3.1+1:3  3.4+1.1 7 6 13

Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ.

Potenzieren von Matrizen
A—1 3 A2—1 32_1 3) (1 3) (11+3-2 1.3+3:4) (7 15
2 4) 7 |2 4) (2 4) 2 4) (21+4.2 2.3+4-4) (10 22
A= 37 81 24— 199 435
54 118)’ 290 634
Transponierte Matrix

2 1 4
= AT =
(1 3 1]

() -

A N

1
3|, aus der ersten Zeile von A wird die erste Spalte von A" .
1
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Inverse Matrix

falls det(A) =0 gilt,
A-AT=ATA=E

A= (311 a12) ,
ay
ay —ap
Al = G118y ~ 1281 8198 — 81p8p | _ 1 ( as; a12} _ 1 [ ay
—a —a 48y — A8y \ 8y —ay) det(A) (-ay
8448y, —8128y1 8148y — 848y,
a1 @ai g
A=lay ay ay
831 83 Ay
1 B8y ~8y8y (1833 ~1383;)  B1p8y5 — 8138y,
A= Jet(A) ~(8p83; —8831) Ay~ A8y (81482 —A138y)
et(A)

8183y — Apyds,

~(ar@s —apas) a8y — aa

Anwendungen von Matrizen in der Technik

Spiegelmatrizen
Spiegelungen sind lineare Abbildungen vom IR" — IR™.

ZB.:Im IR?
Die gespiegelten Einheitsvektoren des IR? bilden die Spalten der Spiegelmatrix.

Spiegelung an der y-Achse

“o)[o

‘y
g (0 0 :
y=l1) 7 “1e
-1 1
R oo
0 0 1
= i X
0 =0 1 +1 0 T T 0 05 1
1) lo)" (1 g, &
-10 051
= S, =( ]
0 1
Beispiel:

a) = P GG
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Punktspiegelung am Ursprung

1 1 %
ei~{o){0)
(-5 “
ey = —> — e

1 -1 -1, -05 0 05 o

1 0 erx ey
— S:[; 1] 05
e?

0 - N

Spiegelung entlang der Ursprungsgeraden 7= /1-(

N

P = N

3

2
-3

-1
0

0
-1

-

P-

g

y

- 1 cos2ua
e, = |
0 sin2a
- 0 sin2«a
e, = -
Y1 —Ccos2«a

sin2«a
—CoSs2a

cos2a
sin2a

= s-

Beispiel:

[_2

3

|

- 1 2 Y -2
,r=A7- 5 , o =arctan 7 =63,43° = P

3

-0,6 0,8
0,8 0,6

P=

Lo oe/()

r

X

)

Spiegelung entlang der Geraden r= g+ A [
y

Soll ein Punkt P mit dem Ortsvektor ; an der Geraden

> o

r=a+a1-| *

3,6
0,2

o2}

g

J gespiegelt werden, wird dieser zunachst als
y

X

- > -
= p—a anderzu r parallelen Ursprungsgeraden l-(r
y

a

gespiegelt und anschlielRend wieder um a verschoben.
cos2a

a9

Beispiel:

- -

p-a

—

+a

sin2«a
—cos2a
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,3: -2 ,7= -2 +A- ! ,/‘Lzarcz‘an(g =63,43°
3 5 2 1
b _ 0,6 08) ((-2) (-2 N -2)_(-3,6
0,8 0,6 3 5 5 3,8
ZB.:lm IR®

Fakultativ: Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung

ne-x+n,-y+n,-z=0

n, ny n,
mit n = n, |, Normalenvektor der Ebene, a=|-n, |, b=| 0 |, Vektoren, die in der Ebene
n, 0 -n,
liegen.
Man erhalt die Elemente der Matrix durch die Lésung des Gleichungssystems
S11 S12 Sz

S=|5,; Sy, Sy |, Spiegelmatrix mit noch unbekannten Elementen.
S31 Sz Sss

a Da a in der Ebene liegt, wird er auf sich selbst gespiegelt.

ol
Il

S.
S-b Da b in der Ebene liegt, wird er auf sich selbst gespiegelt.

ol

-n=S-n Der senkrecht zur Ebene stehende Normalenvektor n wird negativ.
Dies fuhrt zu 9 Gleichungen mit 9 Unbekannten.

2 2 2
1 -ny+n,+n; -2n,-n, -2n, -n,
— 2 2 2
= S=——-——| -2n,-n, n,—n,+n; -2n,-n, |,
Ny + Ny, +n; ) ) s o
-2n, -n, =2n,-n,  n+n;—n

falls mit dem Normaleneinheitsvektor n° gerechnet wird, vereinfacht sich die Matrix zu

-2n?+1 -2n,-n, -2n,-n,
2
= S=|-2n,-n, -2n,+1 -2n,-n

z I

2
-2n,-n, -2n,-n, -2n;+1

multipliziert man S mit —1, erhalt man die Reflexionsmatrix R, mit der ein Punkt P an der
Ebene reflektiert wird.

2 2 2
1 -y +n,+n;  -2n,-n, -2n, -n, R
= R=————| -2n,-n, ni-nZ+n -2n,-n, |, bzw mit n°
ny +ny, +n; ) ) , L,
-2n,-n, -2n,-n, Ny +n;-n;
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2nf-1 2n,-n, 2n,-n,
2
= R=|{2n,-n, 2n,-1 2n,-n,

2n,-n, 2n,-n, 2n7-1

Will man an einer beliebigen Ebene n, -x+n, -y+n,-z= k spiegeln, ist zunachst der Punkt

um einen Stiitzvektor der Ebene zu verschieben, an der Ursprungsebene
n,-x+n,-y+n,-z=0 zu spiegeln und anschliefend wieder zuriick zu verschieben.
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Projektionsmatrizen

Projektionen sind lineare Abbildungen vom IR™ — IR".

Z.B.:Vom IR® - IR?

Will man raumliche Objekte in einer Ebene abbilden (z.B.:
3D-Objekte am Bildschirm), muss man die Koordinaten des
Raumes mit Hilfe von Projektionsmatrizen in die Ebene
abbilden.

Hierzu bildet man die Einheitsvektoren des Raumes auf der
Ebene unter Beachtung der Projektionsrichtung ab.

I~

05

Sollen z.B.: Raumkoordinaten in das nebenstehend 1
abgebildete ebene Koordinatensystem abgebildet werden,
werden die Einheitsvektoren folgendermal3en abgebildet.

1

0,5 0 1 0 0
eX:0—>_’,ey:1—> , ,=/0|>
-0,5 0 1
0 0 1

Die Abbildungen der Basisvektoren aus dem /R* bilden die Spalten der Projektionsmatrix P.

p- -05 1 0
-05 0 1

Eine Pyramide mit den Punkten

X

0.5
-0.5

A(0,5/0,5/0), B(0.25/1/0), C(1]0,75|0), D(0,75/1,25|0 ) und £(0,625|0,875|1)

I~

wird dann durch Multiplikation der Punkte mit der Projektionsmatrix P auf die Punkte

0,5

o) 0,5|= 0.25 , B1=P.B= 05 1
1 0 0,25 05 0

10,75 | = 0,25 , DI=P.-D= 05 1
- 0,5 0

—

-0,5

Al=P.A=
(—0,5

o

o
(@]
-
o

0,625

S 10 0,875 | = 0,563 abgebildet.
5 0 1 0,688

Andert man die Projektionsrichtung, dann wird P z.B.: zu:

1
P= 0
03 -03 1

0 0,25
[ TH
0

0
1

0,875

51
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Die Pyramide wird dann durch Multiplikation der Punkte mit der Projektionsmatrix P auf die

(075
~1-0,375

Punkte
0,5

AM=P.A= - ! 0-0,5= 0 , Bl1= - 10y
0,3 -0,3 1 0 -0,3 0,3 -0,3 1

0,875

1
C1= - 10y, 0,75 | = —0.25 . Di= - 10y, 125 |=
0,3 -0,3 1 0,525 0,3 -0,3 1 0

1 -1 1 0 {0,875 ]= 0,25
-0,3 -0,3 1 0,55

. Ay
abgebildet.

1.5

0.54

]

0,25

E1

0,5
-0,6

A1

DY

B1

Es handelt sich bei den obigen Projektionen um Parallelprojektionen, die keine

perspektivischen Verzerrungen beinhalten.

Hierzu waren Projektionsmatrizen notwendig, wie sie bei der Programmierung von
Computerspielen verwendet werden (in GeoGebra kann man diese Verzerrung in der 3D-

Ansicht nutzen, um den Eindruck raumlicher Tiefe zu vermitteln).

A, ),

Q’

=y
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Rotationsmatrizen (Drehmatrizen)

Drehungen um den Ursprung sind lineare Abbildungen, die sich mit einer Matrix beschreiben

lassen.

Die Spalten der Matrix sind dabei die um den Winkel « gedrehten Einheitsvektoren e .

Drehung im /R?

Die Basisvektoren des /R? werden abgebildet auf:
- (1] [cosa)
e, = - .
0 sina

- 0 —sina
e, = -

Y (1] ( cosa J

cosa 1 . 0

, =cosa +sina
sina 0 1

-
e Jsina g rcone

cosa -sina
¢ sinad cosa

> (2
z.B: x=(1j,a=30°
-0,5) (2) (1232
0,866, (1) (1,866

Drehung im /R’

0,866
= R, ={

-0,5
0,5 0,866

> (0,866
X =
0,5

Drehung um die x-Achse

Blick in Richtung x-Achse y-Achse nach rechts, z-Achse nach
oben

Die Basisvektoren des /R*® werden abgebildet auf:

(1
e -|0]>e/=|0
0 0
0y . (0
ej: 1|—>e,/ =|cosa
0 sina

y
1
-sin(a) ey
e
¥ cos(a)
cos(a) 1 e | .
o sin(a)
2 X
Alo 8.7
y
5] X'(1.232 | 1.866)
X(2|1)
1 4
a
0 X
Alo 1 2
|
Z

—Sin «
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1 0 0
= R,,=|0 cosa -sina
0 sina cosa

Drehung um die y-Achse

Blick in Richtung y-Achse z-Achse nach rechts, x-Achse
nach oben

Die Basisvektoren des /R*® werden abgebildet auf:

1 N Coso
e.-0|oe/=| 0

0 -sina

0 . 0
e?yz 11>,/ =1

0 0

0 N sina
e.-|0|>e/=| 0

1 cosa

cosa 0 sina
0 1 0
-sinag 0 cosa

U
Py
<
<
|

Drehung um die z-Achse

Blick in Richtung z-Achse x-Achse nach rechts, y-Achse
nach oben

Die Basisvektoren des /R*® werden abgebildet auf:

1 N CoS«
e?xz 0|—>e =|sina

0 0

0 N —sina
ej: 1|—>e,/ =| cosa

0 0

0y . (o
e.-l0|>e'=0

1 1
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cosa -sina O
= R,,=|sina cosa 0
0 0 1

rX

Ty
0

Fakultativ: Drehung um Ursprungsgerade mit dem Richtungsvektor r° =

Drehung des Einheitsvektors e, um r° um den Winkel « :

1 (r,
-> - X
— o __ _
re=ec:r°=0lr, |=r,
0)10
1 re (S
d - -
— o __ _
re,=e—rre=0|=r.r |=|-r.-r, |,
5
da der Vektor r® um den Faktor r, verkirzt werden muss.
¥
2
ry
i 2 2 -
Mit r; =1-r, (Pythagoras) folgt r,e, =| -r, -r,
0
2
d ry >
— = | — . — 4 . _ 4 2 X 2 _ 2 2 2\ _ 2 2 _
a—rxex_ rx ry - ry +(rx ry) —m_ ry(ry+rx)_ry,dary+rx 1
0

Damit wird z = —sina T,

2 2 2
2 i’ rZ+cosa I}
- - -
— o — —
P, = r+cosa-re, =|r.r, |+cosa:| -1, r, |=|r,-r,+cosa(-r,-r,)
0 0 0
: 2 _ 2
Mit r, =1-r, folgt
2 2 2 2
ry +cosa-r, ry +cosa-(1—rx) r’ +cosa —cosa - r?
S
p,=|r.r,+cosa-(-r.-r,)|=| r,-r,-(1-cosa) |=| r,-r,-(1-cosa)
0 0 0
r?-(1-cosa)+cosa
5
py=| rcr,-(1-cosa)
0

Daraus folgt, der Einheitsvektor e, wird durch die Drehung auf den Vektor e ' abgebildet.
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1 r?-(1-cosa)+cosa
e,=|0|—»e = (1-cosa)-r, r,

0 —r -si
r,-sina

— —
Drehung des Einheitsvektors e, um r® um den Winkel o :

L 0)(r,
r,=e,re=|1r, |=r,
0)l0
(o) (ry -1,
re,=e,~r,ro=|1|-| rZ |=| 1-r7 |,
0 0 0

da der Vektor r° um den Faktor r, verkiirzt werden muss.

—r .ry

X
Mit r7 =1-r’ (Pythagoras) folgt r,ey =| r?
0

—r 1,
2
= 2 = (ren ) wrd =2 et = R (4t ) =r da ) g =1
0

Damit wird z =sina -n,

rer, -1, (rr,+cosa-(-r.r,)
N - - 2 2 2 2
p,=r,r+cosa-re, =| r; |+cosa-| r; |= Iy +cosa-1,
0 0 0
L2 2
Mit r, =1-r, folgt
rx-ry+cosa-(—rx-ry) rx.ry+cosa.(—rx.ry) rx-ry-(1—COSa)
5
_ 2 2 _ 2 (q1_,2 _|,2 _ .r2
p, = r, +cosa-r, =| r, +cosa (1 ry) =|r, +cosa—cosa-r,
0 0 0
R re-r,-(1-cosa)
— — . 2
p, =| (1-cosa)-r} +cosa
0

—

Daraus folgt, der Einheitsvektor gy wird durch die Drehung auf den Vektor ey’ abgebildet.

1-cosa)-r, -r
RO N
_ I _ 2
e, =[1|>e/ = (1 COSa) r} +cosa
0 sina -,
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N

Drehung des Einheitsvektors e, um r° um den Winkel o :

a=sina

Z=CO0S«
sina-r

R y

p, =|-sina-r,
0

Daraus folgt, der Einheitsvektor e, wird durch die

Drehung auf den Vektor e,’ abgebildet.

0 sina-r,
N -
e,=|0|—>e/ =|-sina-r,

1 cosa

Damit ergibt sich die Drehmatrix

2 .
(1-cosa)-ri +cosa  (1-cosa)-r,-r, sina-r,
— 2 .
= R 5= (1-cosa)-r,-r, ~ (1-cosa)-r) +cosa -sina-r,
a, . .
—sina -r, sina -r, cosa

- rX

- . - - 0 _
Fakultativ: Drehung um Ursprungsgerade mit dem Richtungsvektor r° =| r,
rZ
1
Drehung des Vektors a =| 0 | um den Winkel «

0
- bX - -
auf den Vektor b = by , da ‘a‘ =1 ist auch ‘b‘ =1, also
b,
b? + b7 +bZ =1, was spater benétigt wird.
oY o 1 (r, r, r, r?
_ 0 0 _ _ _

r_La-r J-r =10l [l 1=l =]ty

0 r, r, r, Iy -ty

ist der Projektionsvektor von a auf r° mit der Richtung von r° .

-> o > - -

Die Differenzvektoren a— r und b- r stehen senkrecht auf dem Vektor r° , damit Iasst sich
der durch das Kreuzprodukt (a— rj X (b— rj entstehende Vektor in der folgenden Form

schreiben, (g— 7] X [B— 7) =

N

.sina-r°, da

-> -

a-r

> >

a-—-r

-> -

b—r

-> >

. -\b—r

-sina der von den
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Vektoren a—r und b-r aufgespannten Flache und damit der Lange des durch das

Kreuzprodukt entstandenen Vektors entspricht, mit der Richtung von r° .

2 -

Da |a—r|=|b—r folgt, (_) _)] (5—?j=2—7 -sina-r°.
Setzt man nun fur 2, 7 und rﬁ0 ein, erhalt man
1 r? b, r? , r,
O|-|r.r,||x||b, |- T, =((1—rxz) +rf-ry2+rxz-r22j-sina- r,
0 Fy-ry bz Il ry r,
Zusammenfassen liefert
1-r? b, —r? r,
—r.-r, |x| b, —r,-r, =(1—2rX2+r;‘+rX2-ry2+rf-r22)-sina- r,
Il bz_rx'rz I,
—r - r, (b, =1 -r) 411, (b -, r) ,
—rx-rz-(b Xz) ( ) b,-r,- =(1—2rX2+rx2(rX2+ry2+r22))-sina- r,
(1—r2)-(b —rr, )+, (bx ) £
mit 7 +r7 +r7 —1folgt
Ity (bZ ) z'(by_rx'ry) r,
—r,-r, (bx—r) (1 rxz)-(bz—rx-rz) :(1—rX2)-Sina- r,
(1—rx)'(by—rx-ry)jtrx.ry'(bx—rf) Iz

was man auch koordinatenweise schreiben kann.
. . 2\ i
x-Koordinate: —r,-r, -(b,—r,-r,)+r, -1, -(by —r, -ry) =(1—rx )-sma.rx

y-Koordinate: -r, -r, -(bx —rxz) —(1 —rxz)-(bZ —r )= (1 - rxz)-sina r,
z-Koordinate: (1-r?)-(b, 1,1, )+ 1,1, (b —r2)=(1-r?)-sina-r,

X

y- und z-Koordinate werden nun umgeformt und in b + b + b? =1 eingesetzt, um b, zu
bestimmen.

y-Koordinate:
—r, -r, -(bx—rf)—(1—rf)-(bz—r r

)=(1—rx2)-sina-ry
=—rx-rz-(bx—rf)—(1—rf)-sina-ry

(1-72)-(b, -1, 1)

(1 rXZ) b, (1 rxz)'rx'rzz_rx'rz' bx—rxz)—(1—rxz)-sina-l’y
(1 rXZ) b, (1 rx2).,—x.,-Z_,—X.rz.(bx—rf)—(1—rxz)‘sina-ry
(12t i, 2) (112 s

1-r; ) b,=r.-r,-(1-b, )—(1—r )-sma-r

man quadriert, um gleich besser einsetzten zu kénnen

Seite 19/ 33



2

(1_r)(2)2,b22 z(rx.rz.(1_bx)—(1—rxz)-3in0!'ry)

z-Koordinate:
(1—r ) sina -r,

-1, (bx ):
Xz)+(1 I ) sina -1,

)
1—rX2)-(by—rX ry)z reer, - (bx r
1—rX2)-by—rX-r -(1 r ) fet, - (bx ) ( ) sina -r,
; y-(1 rZ—b, + Xz)+(1 rx) sina -r,
1-r7)-b (1=b,)+(1-r?)-sinar,

2

1—rx2)2'b5:(rX'ry'(1_bX)+(1_rX2)'Sina'rZ)

2

mit b7 + b7 +b2 =1 giltauch (1-r2)" b2 + (1-r2) b7 + (1-r2) -b2 =(1-17)
durch Einsetzten erhalt man

(1-r2) b2+ (1-r2) b7+ (1-r2) b2 = (1-12)

(1—rx2)2-bf+(rx~ry -(1—bx)+(1—rf)-sina-rz)2+(rx-rz-(1—bx)—(1—rf)~sina-ry)2 =(1—rX2)2

2 2 2
2 2 2 2 . 2 P82 2
(1—rx) b +rf-r) - (1=-b,) +2r, -1, -(A=b =T |-sina-r, +(1—rx) -sin®a-r;
2- . . . i . 2 2 i . 2 2

(1—rX2)2-bf+rX2-ryz-(1—bx)2+(1—rxz)2-sinza-rzz+r rfe(1- bx)2+(1—rxz)2-sin2a-ry2:(1—rf)2

(‘I—rxz)2 b2 +r? -(‘I—bx)2 (rz2 +ry2)+(1—rf)2 -sinza-(rz2 +ry2):(‘|—rf)2

) 2 _ 2
mit r; +r, =1-r,

(1—r)(2)z-b,"f+rx2'(1—bx)2-£1//(X7j+(1—rx2)zz-sin205=(1—rx2)Z

(‘I—rX2)~b2+r2-(1—b )2+(‘I—r2)2-sin2a:1—rx2

bf—/rf/b/[ rz-2r?. b;g(/lf[+(1—rf)2-sin2a=1—rf
b2 -2rZ.b +(1—rX2) sinfa-1+2r2 =0

2
b, =r? J_r\/r;1 —((1—@2) -sinza—1+2rxzj

2
by =r? J_r\/r;1 —(1—rX2) -sin®q +1-2r?

2
2 4 2 2 +a2
by, =r J_r\/rx -2r, +1—(1—rx) -sin“ o

by =r2 £ (1=r2) ~(1-r2) -sin*a
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by, =12 J_r\/(1 rxz)z(‘l sin a)

boyo =17 +(1 I ) 1-sina , mit V1-sin’a =cosa

by, =1 J_r(1—rx )COS(Z

Fallunterscheidung: « =0, also keine Drehung

= b, =r? —(1 - rf) =r? —1+r? =2r? -1, Widerspruch, da die x-Koordinate des nicht

gedrehten Vektors a gleich 1 sein musste.
= by, =r7 +(1-r7)=r +1-r? =1, ist die richtige Losung.

b, =r? +(1—rxz)cosa =r?-(1-cosa)+cosa

b, =r?+(1-r; )COSa einsetzen in (1 rZ)-b,=r,-r, (1—bx)+(1—rxz)-sino¢-rZ
(1—rxz)'by:rx (1—r - 1—r cosa)+1 r? S|na~rz
(1—rf)-by=rx ry-(1—r) (1-cosa) (1 r ) sina-r,
b, =r,-r,-(1-cosa)+sina-r,
b, =1r; +( )COSO{ einsetzen in (1—r3)-bz=rX-rz-(1—bx)—(1—rf)-sina-ry
(1 rxz) b, (1 r —(1—r )COSa)—(1—rX2)-sina-ry
(1 rxz) b, = ( )-(1—cosa)—(1—rxz)~sina-ry
b,=r, rz-(1—cosa)—sma-ry
1
Der Vektor Z: 0 | wird also um den Winkel « auf den Vektor
0

r?-(1-cosa)+cosa
(

b=|r.-r,-(1-cosa)+sina-r, | gedreht.

r,-r,-(1-cosa)-sina-r,
damit erhalt man far die Drehmatrix
rZ-(1-cosa)+cosa ? ?
R . =|rr(1-cosa)+r,sina ? ?
r,r.(1-cosa)-r,sina ? ?

die beiden anderen Spalten erhalt man durch weitere Rechnung, oder durch zyklisches
Vertauschen (x-y-z = y-z-x = z-x-y).

rZ(1-cosa)+cosa  rr,(1-cosa)-r,sina rr,(1-cosa)+r,sina

y
R .= r,ry(1-cosa)+r,sina  rZ(1-cosa)+cosa r,r,(1-cosa)-r,sina
r,r (1-cosa)-r,sina r,r,(1-cosa)+r,sina  r?(1-cosa)+cosa
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Lernsituationen

LS Bebauung

Lernsituationen Mathematik

LS Anderung eines Bebauungsplans Zeit: 4 h
Drehung und Spiegelung des Grundrisses

Schulform/curriculare Vorgaben: BG

KC-GO
Vorkenntnisse Prozessbezogene Kompetenzen
Vektoren, Geradengleichung in vektorieller Form
Matrizen MA|1]|2]|3]|4|5]|6]|7
Inhaltsbezogene Kompetenzen PL |1 ]2|3[]4]51]6
e Verschiebungen MM|1]2]|3]4]|]5]6]|7
¢ Rotationsmatrizen vMD | 1 21 31| 4] 5
e Spiegelmatrizen
o SFT | 1 2 314165 7
K 1 2 31415
Methodenkompetenz
Partner- oder Gruppenarbeit
Medien: Tafel, Beamer, PC, GeoGebra, Planungsentwurf
Zeit | Verlauf
4 Handlungssituation: )
Erstellung eines Gebaudegrundrisses aufgrund von Anderungen im Bebauungsplan
Volistandige Handlung
Informieren | Planungsentwurf und Koordinaten der Eckpunkte
Planen Verschiebung, Drehwinkel, Rotationsmatrix, Spiegelgerade und Spiegelmatrix

Skizze des neuen Gebdudegrundrisses

Entscheiden

Durchfuhren | Berechnung des Drehwinkels

Aufstellen der Rotationsmatrix

Berechnung der um D gedrehten Eckpunkte

Berechnung der Steigung der Spiegelgeraden

Aufstellen der Spiegelmatrix

Berechnung der an der Spiegelgeraden gespiegelten Eckpunkte
Erstellung des Gebaudegrundrisses

Kontrollieren | Plausibilitatskontrolle, Vergleich von Rechenergebnissen mit der Skizze des
Gebaudegrundrisses

Reflektieren | spezielle und allgemeine Form von Rotations- und Spiegelmatrix

Handlungsergebnis:
Neuer Gebaudegrundrisses

Erweiterungen
[ ]

Leistungsbewertung
Darstellung des Gebaudegrundrisses, Dokumentation der Berechnungen
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Anderung eines Bebauungsplans

Ein Neubaugebiet soll mit Einfamilienhausern und Doppelhaushalften bebaut werden. Ein
erster Planungsentwurf sieht eine Grundstlicksausauslegung mit Bebauung einer
Doppelhaushalfte gemaf nachfolgende Abbildungen vor.

25

-10

-15

Nach einem Anhoérungsverfahren wird eine Umplanung notwendig, da sich
Grundstlicksauslegung, wie nachfolgend abgebildet, gedndert hat.
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Durch die neue Grundstiicksauslegung wird nun ebenfalls eine Anderung des
Gebaudegrundrisses notwendig.

Zeichnen Sie den neuen Gebaudegrundriss, wenn der vorhandene so um den Punkt D
gedreht wird, dass der neue Grundriss wieder mit der Grundstlicksgrenze abschlieft.
Berechnen Sie die neuen Eckpunkte des Grundrisses.

Die Planung sieht fur das rechte Nachbargrundstiick ebenfalls eine Doppelhaushalfte vor,
die spiegelbildlich zur abgebildeten Doppelhaushalfte errichtet werden soll, wobei die
Grundstlicksgrenze die Spiegelachse bildet.

Berechnen Sie die Eckpunkte des zweiten Grundrisses und erganzen Sie die Zeichnung.
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Erwartungshorizont

L I A I I A T
£ A A 1 : ]
20 { ! { 20 " D O
NESEEEEEEEE
_ B [
15 ; | 15 / FPHJ_' .....
< - 3 | |
- H VEER
10 I S S 10 T : . Iv|\|\=\=\|| T
L | ) I
A
|, . AEEE
5 Y |||
|
: . AEEEEE
y /
X | X,
25 <) 10 4'51 20 25
| AR
| | ==
|
-5 0
DR
-10

Drehung um Punkt D, mit dem Winkel « = arctan [%) =-26,57°

-0,447 0,894

~Si 4 0,447
Drehmatrix: R, = (C?Sa sin a] z( 0,894 0, ]
sina cosa

~ (cosa —sin > > -
Drehung der Punkt A,...,H gemaR P’:[ o a].(p_ R]Jr .
sina  cosa

A (0894 0447\ (1 o - (0894 0447) O]*(MJ:(W’BJ
—0,447 0,894 R)TTR71-0,447 0,894 ) (7) |-7) (-0,74
o _(0894 0447\ (2 o - (0894 0447)(-4) (14 (1355
—0,447 0,894 R)TTR 10447 0894) (7 ) |-7 1,05
o _[ 0894 0447) (2 > - (0894 0447) (-4) (14) (14,89
-0,447 0,894 R)"7R 1-0,447 0,894 ) (10) (-7) | 373
o (0894 0447\ (2 o - (0894 0447)(-9) (14) (10,42
-0,447 0,894 R)TTR1-0,447 0,894 ) (10) (-7 5,97
g _(0894 0447\ (2 o = (0894 0447)(-9) (14) (14,45
—0,447 0,894 R)TTR1-0,447 0,894 ) (19) (-7) (14,02
Fi_(0894 0447\ (> o - (0894 0447)(-6) (14) (1713
-0,447 0,894 R)TR71-0,447 0,894 ) (19) |-7) (12,68
o (0894 0447 (2 o > (0894 0447) (-6) (14) (18,02
—0,447 0,894 R)TTR1-0,447 0,894) (21) | =7) (14,47
[ _[ 0894 0,447 ﬁ_5J+ > :(0,894 0,447Mo L[14)_(2339
-0,447 0,894 R TR 71-0,447 0,894) \21) (-7) (11,78
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:—1IJ

—15

Spiegelung an der Geraden s mit dem Steigungswinkel « =63,43°
cos2a  sin2a j_ (—0,6 0,8}

Spiegelmatrix: S=| .
sin2a —cos2«a 0,8 0,6

- cos2a  sin2a - o >
Spiegelung der Punkt A’,...,H’ a8 P = A P'-D
piegelung der Pun gema SN2 —cos2a = |+ Dg
- -0,6 0,8 - > > -0,6 0,8) (312 14 17,13 -
A// — y y . A/—D + ’ ’ . ] + — ’ :A/
0,8 0,6 0,8 0,6) (6,26 -7 -0,74

By
By
Il

>, (0,6 08) (2 = > (-0,6 0,8) (0,45 14 20,71
B" = | B=Dg |+Dg = . + =
0,8 0,6 0,8 0,6) | 805 7 -2,53
o _ -0.6 08) C’—D_,; +D_,;= -0,6 08) (0,89 N 14 _ 22,05
0,8 0,6 0,8 0,6) 10,73 7 0,15
2 (- g > (- - 14 26,52
D - 06 08) D'~ Dy |+ D, = 06 08)(-358 N _ 6,5
0,8 0,6 0,8 0,6) \12,97 7 —-2,08

o (06 08) AN 0,6 08)(045) (14)_ (3055

08 06 08 06)12102) (-7) | 597
>, (06 08\ (2 ~) - (-06 08)(313) (14 (27,87
F' = | F'=Dg |+Dg = : + =

08 0,6 08 06)(1968) \-7) | 7,31

0,8 0,6 0,8 06)\2147) -7 9,10

g o(08 08) (1 ), p (0.6 08) (9393 (14} (2339)
0,8 06 0,8 06)(1878) (-7) (1178

(0.6 08) (72 —>J g [—0,6 0,8 [4,02 14 28,76
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LS Windkraftanlage

Lernsituationen Mathematik

LS

Schattenwurf einer Windenergieanlage WEA Zeit: 4 h

Uberprifung des Bebauungsabstandes zu einer WEA

Schulform/curriculare Vorgaben: BG

KC-GO
Vorkenntnisse Prozessbezogene Kompetenzen
Vektoren, Geradengleichung in vektorieller Form
Matrizen MA|1]|2]|3]|4|5]|6]|7
Inhaltsbezogene Kompetenzen PL |1 ]2 |3[]4]5]6
e Rotationsmatrizen MM]| 1]2]|3]|]4]|]5]|6]|7
¢ Abbildungsmatrizen vMD | 1 2 3 4 5
e Programmierung
. SFT| 1 2134165 7
K 1 213|465
Methodenkompetenz
Partner- oder Gruppenarbeit

Medien: Tafel, Beamer, PC, GeoGebra, Planungsskizze

Zeit

Verlauf

{}

Handlungssituation:
Uberpriifung des Bebauungsabstandes zu einer WEA, Kennzeichnung des Schattenbereiches

Vollstiandige Handlung

Informieren | Lageplan mit WEA und Bebauung, Standort und H6he der WEA, Richtung der
Sonnenstrahlen
Planen Windrichtung, Rotationsmatrix, Abbildungsmatrix

Entscheiden

Anzahl der Schattenpunkte, Festlegung des Vektors, der die Fliigelspitze
beschreibt

Durchfiihren

Aufstellen der Rotationsmatrix R und der Abbildungsmatrix P, Drehung der
Fligelspitze um R, Verschiebung in die Narbenposition, Aufstellen der
Geradengleichung mit Fligelspitze und Richtung der Sonnenstrahlen,
Berechnung des Schattenpunktes auf dem Boden, Abbildung des
Schattenpunktes mit P in der Planungsskizze

Kontrollieren

Plausibilitatskontrolle, Vergleich von Rechenergebnissen mit der
Planungsskizze

Reflektieren

spezielle und allgemeine Form von Rotations- und Abbildungsmatrix

Handlungsergebnis:
maximaler Bebauungsabstand, Beurteilung der vorlaufigen Planungen

{}

Erweiterungen

e Programmierung des digitalen Mathematikwerkzeugs

¢ Variation der Rotationsachsenrichtung

¢ Variation der Lage des Koordinatensystems in der Planungsskizze

Leistungsbewertung

Darstellung der Uberstrichenen Flache in der Planungsskizze, Dokumentation der Berechnungen
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Uberpriifung des Bebauungsabstandes zu einer Windenergieanlage WEA

In der Nahe eines Neubaugebietes soll eine WEA errichtet werden. Die Anwohner
beflirchten, dass, neben der Larmbelastigung durch die Anlage, auch der besonders in den
Abendstunden und im Winter aufgrund der tiefstehenden Sonne auftretende Schattenwurf
die Wohnqualitat erheblich mindern kénnte.

Sie werden aufgefordert zu prufen, ob der Abstand der WEA zum Neubaugebiet ausreichend
gewahlt wurde und andernfalls geeignete Vorschlage zu unterbreiten, um sowohl die
Interessen der WEA-Betreiber, als auch die der Anwohner zu bertcksichtigen.

Fir mdgliche spatere Erweiterungen des Baugebietes soll zudem ein Bereich in die
Planungsskizze eingezeichnet werden, der aufgrund des Schattenwurfes nicht bebaut
werden darf.

Aufgrund der Planungen liegen folgende Fakten vor (siehe Planungsskizze):

Planungsskizze

Daten der WEA

WEA-Masthohe: 70 m
WEA-Flugellange: 30 m

Kurz bevor die Sonne im Westen hinter einem Héhenzug untergeht, scheint sie aus
2

Richtung ; =113 ].
-2
Fir die Windrichtung wird W (West) angenommen.
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Erwartungshorizont
Abstand zum Neubaugebiet

Aufstellen der Geradengleichung, die den Schattenwurf beschreibt. Stitzvektor ist der

Ortsvektor zur senkrecht Giber dem Mast stehenden Fligelspitze, Richtungsvektor ist s .

0 2
g: ;z -500 |+4-] 13
100 -2
Dort, wo z-Koordinate von ;gleich Null ist, befindet sich der Schatten der Fllgelspitze.
X 0 2 x=50-2=100
y|={-500|+1-/13| = y=-500+50-13 =150
0 100 -2 0=100-214 = 4=50

Der Schattenpunkt der Fliigelspitze befindet sich bei S$(100|150(0).

Der Punkt S berthrt dabei die Grundstiicke nur knapp, so dass der Bebauungsplan nicht
geandert werden muss.

Will man ggf. spatere Klagen vermeiden, sollte man entweder die Entfernung zwischen WEA
und Neubaugebiet vergréRern, oder die Héhe der Anlage reduzieren (wegen der dann
schlechteren Windausbeute ist die andere Alternative vorzuziehen).

Bereich des Schattenwurfes

Zunachst wird ein Punkt definiert, der vom Ursprung einen Abstand hat, der der Fllgellange
entspricht. Da sich der Rotor der WEA um die y-Achse dreht, muss der Punkt in der yz-
Ebenen liegen.

zB.: F(30[0]0)
dieser Punkt wird nun mit einer Rotationsmatrix Ra,y =R bzgl. der y-Achse um den Winkel

o um den Ursprung gedreht.
cosa 0 sina

R=| 0 1 0
—sina 0 cosa

cosa 0 sina 30 30-cosa
F'=R-F=| 0 1 0 |[|0]= 0
—-sinag 0 cosa 0 -30-sina

der gedrehte Punkt Fc: wird anschliefdend so verschoben, dass der Ursprung in der Narbe der
WEA liegt.

0 30-cosa 0 30-cosa
F?>=R-F+|-500 |= 0 +| =500 |= -500
70 -30-sina 70 -30-sina+70

Nun wird der Schattenwurf des Punktes Punktes F2 auf den Boden berechnet (s.o.)
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X 30-cosa 2 x=30-cosa +(-15-sina +35)-2=30-cosa —30-sina + 70
yl|= -500 +A-13 | = y =-500+(-15-sina +35)-13 =-195-sina - 45
0) (-30-sina+70 -2 0=-30-sina+70-21 = A=-15-sina+35
30-cosa - 30-sina +70
Der Schattenpunkt S, des Punktes F? befindet sich bei F? = -45-195 -sina
0

Dieser Punkt muss nun gemaR der Planungsskizze mit einer Projektionsmatrix P in die xy-
Ebene abgebildet werden.

P 05 1 0
-05 0 1

-05 1 0
-05 0 1

30-cosa—-30-sina+70
-195-sina - 45 =(

S;=P-F2=(
0

-15.cosa +15-sina — 35

S - -15-cosa +180 - sina —80
“ | ~15.cosa +15-sina-35 )’

Berechnet man S; fur verschiedene Werte von «, erhalt man Punkte, die man zum Umriss
der Schattenflache verbinden kann.

95 -260 -65 100
Sg) =[_50]’ Sgo :( 20 ]’ 81180 = (_20 ) S;7o = _50

Schattenbereich in der Planungsskizze
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Prozessbezogene Kompetenzen Qualifizierungsphase

Mathematisch argumentieren (MA)
Die Schilerinnen und Schiler ...

MA1
MA2

MA3
MA4
MAS
MAG
MA7

erlautern in inner- und auflermathematischen Situationen Strukturen und Zusammenhange und stellen dartiber Vermutungen auf.
begriinden oder widerlegen Aussagen in angemessener Fachsprache mit mathematischen Mitteln und reflektieren die
Vorgehensweise.

reflektieren und bewerten Argumentationen und Begriindungen auf Schlissigkeit und Angemessenheit.

vertreten eigene Probleml6sungen und Modellierungen.

eA vergleichen und bewerten verschiedene Begrindungen fir einen mathematischen Sachverhalt.

eA reflektieren Beweisverfahren.

eA variieren Situationen, stellen Vermutungen auf und untersuchen diese.

Probleme mathematisch Iosen (PL)
Die Schilerinnen und Schdler ...

PL1

PL2
PL3
PL4

PL5
PL6

finden in inner- und auliermathematischen Situationen mathematische Probleme, formulieren diese mit eigenen Worten und in
mathematischer Fachsprache.

Uberprifen die Plausibilitat der Ergebnisse.

beschreiben, vergleichen und bewerten Losungswege.

wahlen geeignete heuristische Strategien zum Problemlésen aus und wenden diese auch unter Nutzung der eingefiihrten
Technologie an.

reflektieren und bewerten die benutzten Strategien.

eA variieren vorgegebene mathematische Probleme und untersuchen die Auswirkungen auf die Problemlésung.

Mathematisch modellieren (MM)
Die Schilerinnen und Schiller ...

MM1
MM2
MM3
MM4

MM5

vereinfachen durch Abstrahieren und ldealisieren Realsituationen, um sie einer mathematischen Beschreibung zuganglich zu
machen und reflektieren die Vereinfachungsschritte.

beschreiben Realsituationen und Realprobleme durch mathematische Modelle wie z. B. durch Funktionen, Zufallsversuche,
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Matrizen, Koordinaten und Vektoren.

verwenden Regressionen zur Ermittlung eines mathematischen Modells.

fihren mit den Verfahren der Infinitesimalrechnung, mit denen der Koordinaten- und Vektorgeometrie und/oder der
Matrizenrechnung sowie mit denen der Wahrscheinlichkeitsrechnung Berechnungen im Modell durch und interpretieren die
Verfahren ggf. hinsichtlich der Realsituation.

interpretieren Ergebnisse aus Modellrechnungen in der Realsituation und modifizieren ggf. das Modell.
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MM6
MM7

reflektieren die Grenzen von Modellen und der mathematischen Beschreibung von Realsituationen.
ordnen einem mathematischen Modell verschiedene passende Realsituationen zu und reflektieren so die Universalitat von
Modellen.

Mathematische Darstellungen verwenden (MD)
Die Schilerinnen und Schiller ...

MD1
MD2
MD3
MD4
MD5

verwenden verschiedene Darstellungsformen von Funktionen und wechseln zwischen diesen.

verwenden geometrische und vektorielle Darstellungsformen flir geometrische Gebilde und wechseln zwischen diesen.
verwenden Matrizen und Diagramme zur Darstellung von Prozessen und wechseln zwischen diesen Darstellungsformen.
stellen Zufallsexperimente auf verschiedene Weise dar und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten.

eA begriinden ihre Auswahl von Darstellungen und reflektieren allgemeine Vor- und Nachteile sowie die Grenzen
unterschiedlicher Darstellungsweisen.

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (SFT)
Die Schilerinnen und Schdler ...

SFT1
SFT2
SFT3
SFT4
SFT5

SFT6
SFT7

verwenden mathematische Symbole zum Strukturieren von Informationen, zum Modellieren und zum Problemldsen.

reflektieren deren Verwendung und Ubersetzen zwischen symbolischer und natirlicher Sprache.

arbeiten mit Funktionstermen, mit Gleichungen und Gleichungssystemen sowie mit Vektoren und Matrizen.

setzen die eingefiihrte Technologie in allen Themenfeldern als sinnvolles Werkzeug zum Lésen mathematischer Probleme ein.
belegen ihr Grundverstandnis fiir elementare algorithmische Verfahren, indem sie diese auch ohne die eingeflihrte Technologie in
Uberschaubaren Situationen ausfiihren.

nutzen eine handelsubliche Formelsammlung.
eA kennen algorithmische Verfahren und kénnen sie anhand von Beispielen erlautern.

Kommunizieren (K)
Die Schilerinnen und Schiller ...

K1
K2

K3

K4
K5

erfassen, interpretieren und reflektieren mathematikhaltige authentische Texte.

erlautern eigene Problembearbeitungen und Einsichten sowie mathematische Zusammenhange mit eigenen Worten und unter
Verwendung geeigneter Fachsprache.

dokumentieren Uberlegungen, Lésungswege und Ergebnisse auch im Hinblick auf die verwendete Technologie und stellen jene
verstandlich dar.

prasentieren Uberlegungen, Lésungswege und Ergebnisse unter Verwendung geeigneter Medien.

verstehen Uberlegungen von anderen zu mathematischen Inhalten, Gberpriifen diese auf Schitissigkeit und Vollstandigkeit und
gehen darauf ein.

eA verwenden Fachtexte bei der selbststandigen Arbeit an mathematischen Problemen.
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